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1. FORMULAS DE RECORRENCIA

As férmulas de recorréncia ou reducao sao obtidas através do método de integracao
por partes*. Logo, integrais do tipo [ cos"x dx s&o facilmente resolvidas por meio de
tais férmulas (pela aplicacao de tais formulas). A seguir, serdo demonstradas
algumas férmulas de recorréncia.

*Integracao por partes: fudv = uv - jvdu

1.1. Férmulas de recorréncia: [ sen"x dx e [ cos"x dx

—[sen"xdx=[senx.sen” xdx

Usando a identidade trigonométrica: sen®x+cos?x=1

Aplicando integracéo por partes:
u=sen""'x du=(n-1)sen"*x.cosxdx

dv=senxdx V=-COSX

[sen"xdx=-cosx.sen™x + (n-1)fcos®x.sen™?xdx
[sen"xdx=-cosx.sen™x + (n-1)f(1-sen®x).sen"*xdx
[sen"xdx=-cosx.sen™x + (n-1)[.sen"*xdx - (n-1)jsen"xdx

[sen"xdx + (n-1)fsen"xdx=-cosx.sen"x + (n-1).sen™?xdx

—cosxsen™ 1x N (n

—1) _
J sen"xdx = J- sen™ *xdx
n

n

— Jcos"xdx=[cosx.cos" xdx
Para 0 cosseno é o mesmo procedimento:
u=cos"'x du=-(n-1)cos"x.senxdx

dv=cosxdx v=senx

1.2. Foérmulas de recorréncia: [ sec"x dx e [ cosec"x dx

— [sec"xdx=[sec"*x.sec®xdx

Usando a identidade trigonométrica: sec’x=tgx+1

Aplicando integracéo por partes:
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u=sec"?x du=(n-2)sec™>x.secx.tgxdx

dv=sec’xdx v=tgx

Jsec"xdx=tgx.sec™*x — (n-2)fsec”*x.(sec’x-1)dx
fsec"xdx=tgx.sec™*x — (n-2)fsec"xdx + (n-2)fsec™ *xdx
[sec"xdx + (n-2)fsec"xdx= tgx.sec™*x + (n-2)fsec” *xdx

tgxsec” *x (n—2)

sec” Zxdx
n—1 (n—1)

J secxdx =

— Jcosec"xdx=[cosec™*x.cosec’xdx

Para a cossecante é 0 mesmo procedimento e usa-se a identidade trigonométrica
coseczx:cotg2x+1:

u=cosec"x du=-(n-2)cos™>x.cosecx.cotgxdx

dv=cosec?xdx V=-cotgx

1.3. Férmulas de recorréncia: [tg"x dx e [ cotg"x dx

— Jtg"xdx=ftg"*x.tg*xdx
Usando a identidade trigonométrica: sec’x=tgx+1

f(secx-1).tg™ *xdx=[sec’xtg" *xdx - ftg" *xdx

Aplicando integracdo por partes em jseczxtg”'zxdx:
u=tg"*x du=(n-2)tg"*x.sec’xdx
dv=sec?xdx V=tgx

Jtg"xdx=tg""x — (n-2)tg"*x.sec’xdx - ftg"*xdx
Jtg"xdx=tg"*x — (n-2)ftg"*x.(tg>x+1)dx - ftg"xdx
ftg"xdx=tg"*x — (n-2)ftg"*xdx - [tg"*xdx — (n-2)ftg"xdx
Jtg"xdx— (n-2)ftg"xdx= tg"*x — (n-1)ftg"*xdx

tg" lx

J tg"xdx = — J tg" *xdx

n—1
— fcotg"xdx=[cotg"?x.cotg®xdx
Para a cotangente € 0 mesmo procedimento e usa-se a identidade trigonométrica

cosec’x=cotg’x+1:
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J(cosec’x-1).cotg™ *xdx=[cosecxcotg™ *xdx - [cotg™*xdx
u=cotg"*x du=-(n-2)cotg™*x.cosec®xdx

dv=cosec’xdx v=-cotgx

2. SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA:

Quando a integral possui fungées do tipo: Va® —x?, vx2 + a?,Vx? —a® é possivel
resolvé-la fazendo uma substituicdo trigonométrica. A seguir, sera explorado cada
caso.

2.1, Va*—x*

a>0,
Fazendo a substituicdo: x=asena, dx=acosada
Identidade trigonométrica utilizada: cos® a=1-sen® a

A - A - - A - I 2
A a5 — X =Aat —acsenca = 4/ a‘[l — Fen© a:] =+ COS°a = Acosa

T T
Com: — —<qa<—
2 2

a
X

22 wx*+a?

a>0
Fazendo a substituicdo: x=atana, dx=asec’ada
Identidade trigopnométrica utilizada: sec? c:r::tg2 a+l

s = — Fa— 5 = f =
va® +x* =4a” +ta‘tgra=+a (l+tg-a)= ai/sec a = asecx

T T
com:; ——<as—
2 2
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X

2.3, Vx*—a?

a>0, tga=0
Fazendo a substituicdo: x=aseca, dx=asecatgada
Identidade trigonométrica utilizada: sec’a-1=tg’a

— > — > — > s
Vxi—a® =4a‘secca —a® =+ a‘(secta —1) = aytg-a = atga

7 37
Com: 0sa <Zou m<as—

X

2.4. Exempo:

Calculando a integral:
J‘ dx
va® + x?
Fazendo as substituicdes:
x
a) tg(f) = = x=a tg(f)
b) dx = asec*(f)ds

c) vya*+x?=asec(f)

Resolvendo:
dx ‘(g
J,:= deﬂ = J_ SEC[E]EJT.H
VaZ + %2 asec(d)

dx
J. ———=In(sec(f) + tg(#)) +C
Vat 4+ x©

Reescrevendo o resultado em termos da variavel original x:
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sec(f) = % e tg(f) = z

()
Voltando para a integral:

dx va®r +x? x
|t
vas 4+ x- & &

dx Val +x? +x
"‘lllﬂ.__x_ a

IL =In(ya? +x% +x)—In(a) + C

Va?+ x?
Resultado final:
dx — -
f—= In [ﬁa- +x° —:c) +C

\."ﬂ,: a1 I:

3. FRACOES PARCIAIS:

E uma técnica matematica muito utilizada na resolucdo de algumas integrais e

em transformadas de Laplace.

3.1. Teoremal

Teorema 1: Sejam q, B, m, n reais dados, com a # 3. Entdo, existem constantes A e

B tais que:
mx+n A B
a) =
(x—a)(x—F) (x—a) (x—F)
b X +n _ A B
) (x—a)? (x—a) (x—a)?
P(x) A B
(o =
) (x—a)? (x—a) (x—a)?
3.2. Exemplo:
x+3
Calculando a integral: j'z— dx
xe—3x+2
X2-3x+2=(x-1).(X-2)
x+3 A B A(x—2)+B(x-1)
x2-3x+2  (x-1)  (x-2)  (x-1).(x-2)

X+3=A(x-2)+B(x-1)
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Fazendo: x=1, tem-se: A=-4
Fazendo x=2, tem-se: B=5

Logo,
x+3 —d& 3

=+
x2—3x+2 (x-1) (x-2)

Voltando para a integral:

—4

x+3
Ix2—3x+2 dx = ‘[{x—lj

dx+ fﬁdx:—-ﬂllmlx— 1| +5In|x— 2| + k
3.3. Teorema?2

Teorema 2: sejam q, 3, y, m, n, reais dados com a#B#y. Entdo existem constantes
A, B, C tais que:

a) mxz+m+'p _ A + g c
(x—a)(x-F)x-y) x-a x-f x-y

\mx2+mc+;u . A g c

B a2 )

3.4. Exemplo:
4 2x+1
J‘q—.dx
x* —xt—2x

Como o grau do numerador é maior que o do denominador é necessario fazer uma
divisdo para extrair os inteiros. Logo, a integral fica:

xF—x?—2x

241 Gxipdr 41
J‘—dx= J‘—dx+J‘{x+1:]d.r

x? —xT— 2x

Resolvendo:

x4 4x+1
[Eaasi

xf—x?—2x
Reescrevendo a funcgao:

3xi44ax +1 3xi 4 dx 41 A E c
.rg—_r:—E.r_x{.r+1]{.r—2]__r+.r+1+.r—2
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Fazendo x=0, x=-1 e x=2, tem-se Azf, B=0e C:%

Substituindo na integral os valores de A, B e C e resolvendo, obtém-se o resultado:

"x4+2x+1

x? 1 ] 21 | 2]
xg—x:—Exdx_?-'_x_me +?lnx—_ + k&

3.5. Teorema 3 (denominador com fator irredutivel do segundo
grau):

Quando o denominador ndo possui raizes reais:

P(x)
J‘—. ax
ax<+ hr +r¢

3.6. Exemplo:
2x+1
|7
x +2x+2

Reescrevendo o denominador:

it2x+2=(x*+2x+1)+1=(x+1)*+1
Assim:

2x+1  _ 2x+1
x2+2x+2 (x+1)2+1

2x +1
(x+1)2+1

Fazendo a substituicdo u=x+1 du=dx e resolvendo a integral, o resultado fica:

2x +1 .
deﬁ—lﬂ(ﬁ +2I+ZJ—QTCI'Q‘(I+ 1]+k

4. INTEGRAL IMPROPRIA:

7

A integral impropria é o limite de uma integral definida quando o ponto final do
intervalo ("a" ou "b", no caso acima) se aproxima de um nuamero real especificado,
de menos infinito ou de mais infinito. Em alguns casos, os dois lados do intervalo se
aproximam de limites.
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4.1. Integral de Fun¢fes Continuas por Partes:

Uma funcéo é continua por partes num intervalo se for possivel subdividir tal
intervalo em um namero finito de subintervalos, garantindo que a funcéo seja
continua em cada intervalo aberto e que os limites laterais existam.

Xsel=x=<3

Exemplificando: f(x):{3 se3<x<7

Resolvendo a integral:

ff(xjdx=fxdx+£3dx

7 x:3 7
f flx)dx = > | + 3x|
'3'? 330 3
| rea=

4.2. Integrais Impréoprias com Limites de Integracao Infinitos:

Neste tipo de integracdo impropria considera-se a area de uma regido que se
prolonga infinitamente para direita ou para esquerda.

Estudando cada caso:
a) Se f(x) é continua para todo x=a, define-se:

PET - EMB 8
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[ reran = pm_[ sy

Observacdo: Se o limite divergir ou for infinito, a integral impropria diverge. Se o
limite for finito, a integral converge.

b) Se f(x) é continua para todo x<b, define-se:

Ef[xjdx = lim ff(xjdx

PET - EMB 9
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A—s-CD b

Observacao: Se o limite divergir ou for infinito, a integral improépria diverge. Se o
limite for finito, a integral converge.

c) Se f(x) é continua para todo x, define-se:

4o

o b
fedx = tim [ fedx+ lim [ fGdx

PET - EMB 10
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a—-00 0 b—+co

Observacgao: Se um dos resultados da integral resultar em +« ou -~ ou n&o existir, a
integral impropria € divergente. Se ambos os limites existirem e forem finitos, a
integral sera convergente.

flx) =

Exemplo: Calcule a area da regiédo limitada por x% +1e o eixo dos x:
Y

1

a—-00 0 b—+00

+oo 1 o 1 b 1
A= J- — dx = lim — dx + lim J- — dx =
e XT + 0

x=+1 a=-w= | x4+ 1 b—+tos

= lim
o =*—0o

b ‘R’+‘R'
arctgx =—T—=T7
gx | 213

0
t li
arc gxl] + . :
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4.3. Integrais Improéprias com Integrandos Infinitos:

A integral imprépria com integrando ilimitado consiste numa aproximacao para
valores infinitos de uma regidao muito pequena.

Estudando cada caso:

a) Se f(x) € continua em [a,b) e xlﬂl' flx) = o0 Define-se:
h E
I=J flx)dx = hT—f flx)dx
Y
X
a b

Observacdo: Se o limite existir e for finito, a integral impropria é convergente. Se o
limite resultar em +« ou -~ ou n&o existir, a integral impropria é convergente.

l =+
b) Se f(x) é continua em (a,b] e Py fx) ® define-se:

= ff[x)dx = lim ff(xjdx
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Observacéao: Se o limite existir e for finito, a integral impropria é convergente. Se o
limite resultar em + ou -~ ou ndo existir, a integral imprépria € convergente.

c) Se f(x) é continua para todo x em [a,b], exceto para x=c pertencente ao
intervalo (a,b), define-se:

I = ff[xjdx = lim J:f(x]dx + lim, ff[xjd,x

Y

PET - EMB 13
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Observacao: Se ambos os limites existirem e forem finitos, a integral impropria sera
convergente. E, se pelo menos um dos limites ndo existir ou resultar em =, a
integral sera divergente.

Exemplo: Determine se a integral imprépria diverge ou converge:

1 odx
;=f
o 1—x
= 5
1=l |55l (a9

= linl"l_[—ln[l —s5)+inl] = 4w

Logo, a integral imprépria é divergente.

5. APLICACAO DA INTEGRAL DEFINIDA:

5.1. Comprimento de Arco:

O comprimento de arco pode ser um segmento de reta ou uma curva qualquer.
Logo, procura-se encontrar um nimero que represente tal comprimento. Através do
teorema do valor médio e da soma de Riemann é possivel demonstrar a formula a
seqguir:

AY

5= f V1+[f(x)]Pdx
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Exemplo: Calcular o comprimento de arco dado por y=x3’2-4 de A(1,-3) até B(4,4).
Usando a formula:

y'=3/2x"*

3/2
. Ox

* || 3 177 0,9 af1+) 4

5= |1+[—x2] dx = |1-I-—xd.x=— |

LA L2 LA 4 9 .

3 3 8 13 3/2
s= 2 (od) -2 By .
27 27 " 4 unidades de comprimento.

3/2

5.2. Comprimento de Arco de uma Curva Plana dada por suas
Equacdes Paramétricas:

Fazendo uma mudanca de varidvel na equacdo do comprimento de arco é possivel
chegar na formula:

tl
5= f Va'(£)2 + ¥'(x)? dt
4

V]

Exemplo: Encontre o comprimento do arco dado na forma paramétrica:

S t=<2m

{x = —gent
Yy =cost '’

o 2 2
3=J- J(—cost)? + (—sen t)? dt=J. Vidt =t | =2mu.c.
o o 0

5.3. Area de uma Regido Plana:

A area da regido plana sera delimitada por equacdes paramétricas. A seguir, estao
as féormulas para cada caso:

5.2.1 Area de uma Regi&o Plana (Caso 1):

A= J-ﬂ}r(r]x“(r]dr

o
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5.2.2 Area de uma Regido Plana (Caso 2):

t3

A= J-ﬂ}rl{t}xi'{t}dt —J. v2(t)x2'(t)dt

o t2

e ¥. = f(x)

Ya = Q(X)

m cesee-
0- T Ry -

-
X

Para resolver esse tipo de problema € preciso determinar os limites de integragao.
Logo, para facilitar a visualizacdo sempre € recomendavel fazer o grafico das
funcdes.

Exemplo:
x = 2cost
= 4zent t

x = 2cost
=sent t
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5.3 Volume de um Sélido de Revolucéo:

Quando se tem uma regido plana e faz ela girar em torno de um reta ou plano, se
obtém um sélido de revolucdo. A seguir sera estudado cada caso:

5.3.1 A Funcéo f(x) € negativa em pontos de [a,b]:

v =ﬂf[f(x]]2dx

5.3.2 A Regiado R esté entre os Graficos de duas Funcdes f(x) e g(x)
de a até b:

V=mu j ([F)T* = [g(x)]H)dx
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ALY

5.3.3 A Regido R gira em torno do Eixo dos y:

V=m f[g(}ﬂ]zd}f

xv

5.3.4 Rotacao em torno de uma Reta Paralela a um dos Eixos
Coordenados:

Sey=L

v=nfﬁb[f(xj—a]ﬂdx
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o
plesssaad
XV

>
X

Exemplo: A regido R é definida pela curva y:1/4x2, e 0 eixo dos x e as retas x=1 e
y=4. A curva gira em torno do eixo X. Qual o volume do sélido de revolugao?

Para resolver tal questao a formula utilizada sera:

v =nf[f(x3fdx
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4 2 S 4 T .
V= (—x‘) der=—.—| =—[4 17]
1 16 5 80
1
1023
=—T UV
80

5.4 Area de Superficie de Revolucéo:
Utilizando o Teorema do Valor médio € possivel demonstrar as duas férmulas a

seqguir:
-Rotacdo do grafico f em torno do eixo x:

b
a=2n | FVTF T
-Rotacdo do grafico g em torno do eixo y:
d
a=2n| gONTF IO dy
Exemplo: Qual é a &rea de revolucao obtida pela rotacdo em torno do eixo dos y, da

curva dada por x=y®, 0<y<1.
Usando a equacao:

d

A=2m f oW1 F g0 edy
1 —_—

4= Eﬁf yiJ1+ [3v2]3dy
o

1
A= znf yiJ1+ 9yidy
o

Fazendo a mudanca de variavel: u:1+9y4, du:36y3dy e resolvendo a integral
indefinida:

1 1 1

3

1 2
I=— | uldu=—.—uz+4+7C
36 363
2 ,,,1
A=—(1+9y%)%?
54
0
A=—(10V10- 1)ua
= .a.
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6. COORDENADAS POLARES:

E um sistema de coordenadas bidimensional, no qual cada ponto de um plano é
determinado pela sua distancia em relacdo a um ponto fixo e do angulo em relacéo
a uma direcao fixa.

YA

A UIs .1

\H

rcos X

Correspondéncia entre o sistema de coordenadas cartesiana e o sistema de
coordenadas polares:

{x =rcos B

v =rsen
Relacéo inversa:
— 5
= N'Ix‘ —|— };l"

¥
B = arctg —
x

6.1. Comprimento de Arco de uma Curva dada em Coordenadas

Polares:
x = f(6)cos -
= = | JF@+f(6)ds
y = f(6)sen 6 : Ln”f(] A
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Exemplo: Qual o comprimento da cardioide cujo grafico esta esbocado abaixo?

P=(r,0)

) : >
eixo polar

r =1+ cosf

g1 ,
s= | @+ rerds
2o -

5= J. J(—sen 8)? + (1 + cos6)?df = J. Jsen 26 + 1 + cos?8 + 2cosfd6
0 0

™ T g ™ 7}
— -
5= J- 1~,-'2[:1+Cﬂ.5‘9:]d5|=f V2 ||2c:os‘—d5' =J- 2cos—df
o o N 2 o 2
T
s=22sen— | = 4u.c.
0 (metade do cardioide)

Logo, o comprimento total do cardioide € 8 u.c.

6.2. Areas de figuras planas em Coordenadas Polares:
1 ¥ .
a= [ vora

Exemplo: Qual a area da lemniscata abaixo?
¥ =4 cos(20)

P=(r,0)
(2,0)

»

O eixo polar
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Para resolver tal problema sera considerado um quarto da lemniscata nos intervalos
de integracao:
r = 24/cos(28)

1 [ B
A=4(ﬂ=§f e d&)=zf r dé

—

- -4 cos(26) dP

2 L ﬂ{zﬁﬁ): de =2 f ’

0
A=[4 sen[E—E‘j]g"‘L' = 4 unidades de drea

A

7. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS:

Exemplo: Determine o dominio e a imagem da funcao:
Y a4 4
=44 — xs —y=

y

4

O dominio é o conjunto de pontos que satisfaz a equacéo abaixo (ndo pode existir
raiz quadrada negativa):
2 2
4-x°-y“20
D(z)={(x,v) ER*|x* + y* = 4}
J& a imagem séo todos os valores possiveis de z, que esta de acordo com o
dominio:
Im(z)={z€eR|0=<z =2}

7.1. Curvas de Nivel:

As curvas de nivel sdo os subconjuntos do dominio da fungéo. Logo, sao tracadas
no plano xy. Cada curva de nivel f(x,y)=k & a projecédo, sobre o plano xy, da
intersecao do grafico de f com o plano horizontal z=k. A seguir, sera dado um
exemplo.
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Exemplo: Esboce o gréfico e a curva de nivel da funcdo do exemplo anterior:

Curvas de nivel:
-Co:

0=+/4—x%—y? x*+yi=4
-C]_:

1=+/4—x%—y? x*+y: =3
-Cup2:

1/2=4/4 —x2— y? x*+y*=15/4
-Cap2:

3/2=+/4 —x%—y? x*+yr=7/4
B

Para k<0 e k>2 as curvas de nivel sdo conjuntos vazios.

Outros exemplos:
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X
Para facilitar o entendimento dos graficos, utilizar as coordenadas polares.

8. Limite e Continuidade de Fun¢des de Duas Variaveis:

Limite: Com relagéo a funcdes de uma variavel, s6 existem duas direcdes de
aproximacéo: pela direita ou pela esquerda. Logo, se os limites laterais forem
diferentes, o limite da funcao para o ponto determinado nao existe.

J4, para as funcdes de vérias variaveis, a situacado € um pouco diferente porque
existem infinitos caminhos para (x,y) se aproximar de (a,b), sendo que (x,y) esteja no
dominio. Entéo, se dois caminhos diferentes de aproximacéo ao longo dos quais
f(x,y) resulte em limites divergentes, o limite daquela funcdo para aquele ponto néo
existe.

PET - EMB 25



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL Il

xy©

lim ———
e ey i 2 4 .
Exemplo: Mostre que 77000 X%+ ¥* 30 existe.

Se (x,y) se aproxima de (0,0) pelo eixo X, temos:

. xy© . x.0 .

lim———=lim———=1lim0 =20

I*gx‘ +y* xs0x?40% =0

¥= -

Porém, se (x,y) se aproxima de (0,0) através de pontos da parabola y = +/x, tem-se:
. xy? . x? 1

lim ——=lim——— =—

=0 x2 +y*  xsox?+x? 2

y=x

Outro caminho que pode ser usado é transformar as coordenadas cartesianas para
as coordenadas polares.

Observacdao: As propriedades dos limites de func6es de uma variavel real continuam
validas para os limites de funcdes de mais de uma variavel.

Continuidade: A funcéo é continua em seu dominio se a funcéo for continua em
todo ponto (a,b) do dominio.

lim f(x,v) = f(a.b)

[z} (ab)

-Usando as propriedades de limites, pode-se concluir que soma, diferenca, produto
e gquociente de fungBes continuas resultam em func¢des continuas

-Os polindmios sao funcdes continuas.

-Uma funcéo racional € uma razéo de polinémios. Logo, toda funcéo racional
também é continua.

Exemplo: Calcule limw(ﬂf:}?2 +x*+y%)

2

Como x*y*+ x* +¥? é uma funcéo continua, para calcular o seu limite é s6 fazer
substituicao direta:

lim (x*y*+x*+y?) =1
(= (1.0}

9. DERIVADAS PARCIAIS:

E a derivacéo para funcdes de mais de uma variavel. Para realizar tal operagéo
escolhe-se uma variavel para a derivada e todas as outras séo fixadas como
constantes.

Definicao:
of o Sl xi o ry) = flo, . Tn)
a_%(xla-"!xﬂ)_iﬂ 3 .
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Exemplo: Determine a derivada de primeira ordem da funcéao:
Flx,v) = 2x%y + 3xy® — 4x
Derivada parcial com relagéo a x:

a P
—f =4xy+3y°— 4
dx

Derivada parcial com relacdo a y:

d .
f = 2x° + 6xy
dy

9.1. Diferenciabilidade:

Uma func¢éo diferenciavel constitui numa fungéo cuja o grafico ndo possui pontos
angulosos. Logo, consiste numa curva suave.

Definicao:
A funcao é diferenciavel se em determinado ponto as derivadas parciais existirem e
se:

f(x,y) — | f(x0,¥0) + %(%,J’o)[x — X + % (x0,Y0) [y = ¥ol
lim =0
oy V(x = x0)2 + (¥ = o)?

Exemplo: Determine se f(*:¥) = x* +¥% ¢ diferenciavel.

af af
— = 2x oo =2y
dx e 0¥ Como essas derivadas parciais sdo continuas, f(x,y) é

diferenciavel.

9.2. Plano Tangente:

Definigdo:
Se a funcéo for diferenciavel:

d d
z— f(a,b) = a—i(a,b)(x —a) +a—£(a,b)(y — b).
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9.3. Vetor Gradiente:

Definicao:

vfab) =L

0x

f

(), (a,b)
y

ay

9.4. Diferencial:
Definigdo:

Seja f(x,y) uma funcéo diferenciavel em (x0,y0), a diferencial de f em (x0,y0) é:

- 0 %)
T'(Ax,Av) = a—i(xoayo)/\x + %(xojyo)/\y

Exemplo: Determine a diferencial de z:xzy.

of of _
F 2xy o 3y
dz = 2xydx + x%dy

A diferencial é utilizada para calcular valores aproximados. Por exemplo, a variacao
no volume de um cilindro, quando o raio e a altura sofrem uma variacéo.

9.5. Regrada Cadeia:

E utilizada para calcular a derivada de uma fungéo composta.
Caso [: h(t)=f(x(t),y(t)

dh_of dx of dy

dt  dxdt dydt

Caso IlI: h(x,y,z)=f(u(x,y,z),v(x,y,2),w(X,y,z))

ﬂh_ﬂfﬂu df dv  df dw
dx Odudx dvdx owdx
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dh dfdu dfdv df dw
ﬂy_ﬂuﬂy dvdy dwady

ﬂh_ﬂfﬂu df dv  adf aw
dz OAdudz odvdz dwdz

9.6. Derivacgéo de Funcdes definidas Implicitamente:
z=g(x,y) é definida implicitamente por f(x,y,z)=0

Exemplo: z=x+y é definida implicitamente por x+y-z=0

9.6.1.Derivacédo de Funcdes Implicita y=f(x) definida pela equacao
F(x,y)=0:

Utilizando a regra da cadeia chega-se na relacao:

—dF
d_l'": dx
dx OF

dy

Exemplo: Sabendo que a funcéo diferenciavel y=f(x) é dada implicitamente pela
equacao x2+y2:1 Determine a derivada de y com relacdo a x.

Definicao implicita:
F(x,y)= v +y2 -1

Derivando ambos os lados da equacao em relacéo a x:

oF dx OoF d

ox dx Oy dx dx
dy -2x -

dc 2y y
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9.6.2.Derivacado de Funcdes Implicita z=f(x,y) definida pela equacao
F(x,y,z)=0:

Utilizando a regra da cadeia chega-se na relacao:

—aF —9F
9z . 9z  dy
dx  dF dy OF

dz dz

Exemplo: A fungéo diferenciavel z=z(x,y) é definida implicitamente pela equacao:

xyz+)c3+y?’+z3 =35

Determine:

0z 0Oz

—e—

ox Oy

Resolvendo:

Derivando ambos os lados em relacao a x, tem-se:

af‘8x+6f.6y+6f.8220
Ox Ox Oy Ox 0Oz Ox

0 0z
(yz+3x2)+i.0+(xy+3zz)—=o
0y ox

Oz _ —(yz+ 3x2)

ox xy+ 322
Derivando ambos os lados em relacdo a y, tem-se:

o x oy U &

: : —=0
ox dy Oy dy 0z Oy

-

0
(yz+3x2).0+(x:+3y2).1+(xy+3:2).8—=0
y
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0z B —(xz+3y2)
Oy xy+3:-2

9.6.3.Derivadas de funcgdes y=y(x)e z=z(x) definida implicitamente
por F(x,y,z2)=0 e G(x,y,z)=0:

Utilizando regra de Cramer para encontrar a solu¢ao do sistema e usando Jacobiano
para simplifica-lo, as equacdes ficam:

OF oF OF oF
o(F,G) _|ox oz o(F.G) |oy ox
o(x.z) |0G oG o(y.x) [0G oG
ox Oz dy Ox
O(F.G7) o(F.G)
d_y: _ 0(x.2) dz a(y\)
dx oF.G) dx O(F.G)
o(y.z) o(y,z)

9.6.4.Derivadas Parcias Sucessivas:

Se z = f(x,y) € uma funcéo de duas variaveis entdo, em geral, suas derivadas
parciais de 12 ordem séo também func¢des de duas variaveis. Se as derivadas
dessas funcgdes existem, elas sédo chamadas derivadas parciais de 22 ordem de f.

Para uma funcao z = f(x,y) temos quatro derivadas parciais de 22 ordem:

2

e (o0) =5 35 (55)~ 5229
2 2

35 (55) 5 a5 (3x) ~ 355

Teorema de Schwartz: Seja z = f(x,y) uma funcdo com derivadas parciais de 22
ordem continuas em um conjunto aberto A € R2. Entao:
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a* a*
dxdy dydx

(a,b)

9.7. Aplicagoes:

9.7.1. Maximos e Minimos de Funcdes de duas Variaveis:

Definicdo: Seja z = f(x,y) uma funcéo de duas variaveis. Dizemos que (a,b) € D(f) €
ponto de maximo absoluto ou global de f, se para todo (x,y) € D f ,f (x,y) < f(a,b) .
Dizemos que f(a,b) é o valor maximo de f.

Definicdo: Seja z = f(x,y) uma funcéo de duas variaveis. Dizemos que (a,b) € D(f) €
ponto de minimo absoluto ou global de f, se para todo (x,y) € D f ,f (x,y)= f(a,b) .
Dizemos que f(a,b) é o valor minimo de f.

Definicéo: (a,b) € D(f) € ponto de maximo relativo ou local de f, se existir uma
bola aberta B((a,b);r), tal que f (x,y) < f (a,b) , paratodo x,y € BND f .
Definicao: (a,b) € D(f) é ponto de minimo relativo ou local de f, se existir uma
bola aberta B((a,b);r), tal que f (x,y) = f (a,b) , paratodo x,y € BND f .

Definicdo: Seja z = f(x,y) definida em um conjunto aberto U € R% Um ponto (a,b) €
U é dito ponto critico de f se as derivadas parciais df/dx (a,b) e df/0y (a,b) s&o
iguais a zero ou se f nao é diferenciavel em (a,b). Geometricamente podemos
pensar nos pontos criticos de uma funcgéo z = f(x,y) como 0s pontos em que seu
grafico ndo tem plano tangente ou o plano tangente é horizontal.

Observacao: Vamos ver que 0s pontos extremantes de z=f(x,y) sdo pontos criticos.
No entanto, um ponto critico nem sempre € um ponto extremante. Um ponto critico
gue nédo é ponto extremante € chamado ponto de sela.

Condicao Necessaria para a Existéncia de Pontos Extremantes:

Proposicao: Seja z = f(x,y) uma funcéo diferenciavel em um conjunto aberto U < R®.
Se (a,b) € U € um ponto extremante local (ponto de maximo ou minimo local), entéo:
dflox(a,b) =0 e af/dy(a,b) = 0, isto €&, (a,b) € um ponto critico de f.

Condicéo Suficiente para um Ponto Critico ser Extremante Local Proposicao:
Seja z=f(x,y) uma funcao cuja derivadas parciais de 12 e 22 ordem s&o continuas

em um conjunto aberto que contém (a,b) e suponhamos que df/dx(a,b) =0 =
aflay(a,b) , ((a,b) — ponto critico de f). Seja o determinante Hessiano H(x,y):
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a*f a*f

32 Y 3 o (x ¥)
H(xy)=| _, 2

a°f a°f

dxdy () dy? ()
Temos que:

a) Se H(a,b) > 0 e 3°f19x* (a,b) > 0, entdo (a,b) é um ponto de minimo local de f.

b) Se H(a,b) >0 e azflax2 (a,b) <0, entdo (a,b) € um ponto de maximo local de f.
c) Se H(a,b) <0, entdo (a,b) ndo é extremante local. Neste caso (a,b) € um ponto
de sela.

d) Se H(a,b) = 0, nada pode-se afirmar.

Teorema de Weierstrass:

Seja f:A € R2 —»C R,z = f(x,y) uma fun¢éo continua no conjunto fechado e limitado
A. Entéo existem P1 e P2 € A, tais que f(P1) < f(P) < f(P2), para qualguer que seja
P € A.

Observacdo: Este Teorema € de grande importancia para a resolucdo de problemas
em que necessitamos analisar pontos extremos pertencentes a fronteira de um
conjunto. Ele garante a existéncia do ponto maximo e do ponto minimo de uma
funcdo continua num dominio fechado e limitado.

Exemplo: Quais as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa com volume de 4
m> e com a menor area de superficie possivel?

Tem-se:

Volume da caixa: V=xyz

Area da superficie total: S=2xxz+2yz+xy

Nosso objetivo € minimizar a fungcdo S=2xxz+2yz+xy sabendo que V=xyz=4 e que
X,y,z > 0.

Como V=xyz=4, podemos isolar z em funcédo de x e y, obtendo uma funcao de duas
variaveis z = f(x,y) = 4/xy.

Substituindo z=4/xy em S=2xxz+2yz+xy, obtemos S =8/y+8/x+xy; Xx,y>0.

Logo nosso problema se resumi em minimizar a fungdo: S =8/y+8/x+xy; x,y>0
Inicialmente procuramos o0s pontos criticos. dS/ox = - 8/x° +y e dS/dy = - 8/y2 +X
Resolvendo o sistema:

8
——ﬂ—'—}:r:l]
x&
8
——+x=10
ye

Obtém-se o ponto (2,2).

Utilizando o determinante Jacobiano para classificar tal ponto:

*f a*f 16
B axz [:1’; }:r] a}rax (-T:r }:r] B F 1 B 256
H[.’I,}’]— a!f aﬂf - L 16 _W_
ay @) e | 15
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Logo H(2,2)=3>0
Logo (2,2) é um ponto de minimo e as dimensfes da caixa sao:
X=2m y=2m z=2m

10. INTEGRAIS DUPLAS:

E uma extens&o do conceito de integral definida para as fungdes de duas variaveis.
Por meio dela, analisa-se diversas situacfes envolvendo calculos de areas e
volumes e sera determina-se algumas grandezas fisicas, tais como massa e
momento de inércia.

10.1. R é do Tipo I:

Y
| l
a b x
b f2ix)
flx y)dydx
a fiix)
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Y
d - - — —_ =
R x=g2(y)
x=g1(y)
C ______
X
d g2(¥)
| | reyaxay
¢ gliy)
Exemplo: Calcule a integral:
f (x+ y)dA
Onde R é a regido delimitada por y—x e y=2x, representada abaixo pelo gréfico:
S y
\ 417
2 X
Solugéo 1:

2 Ix zzx

ﬂ (x+ y)dA= Htxmdydx f(xy+— | )dx

J[x(zx -x*)+ : (4x* — a*))dx = 52
2 15
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4

Solucéo 2:
4 -.,."; , .V'_‘_}"
G +y2) Day
2 Y
2

ﬂ (x+ym=”(x+y)my=f

4
1 y? — ¥ 52
— _ — d = —
ftz (}' 4 )Jr:"("*’}' Ay =15

10.3. Mudanca de Variaveis em Integrais Duplas:
A mudanca de variaveis € sempre utilizada para facilitar o calculo da integral dupla.

1]
Para isso, utiliza-se o Jacobiano, que é uma medida de quanto a transformacéo

modifica a area de uma regiao.
0(x,y)
Y\ duy,

o(u,v)

[] £y = fxwm )

Sendo o determinante Jacobiano:

o(x,y) _ Ou
o(u.v) "_}
ou
10.3.1. Coordenadas Polares
x=rcos®  y=rsend
Oox Oox
— =c0s0, —=—rsend
5’,
0 0
—y:sene, L rcosB
or 0

Calculando o Jacobiano:
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O(x,y) [cos®  —rsenB
a(r,8) |send rcosf

=r

A integral fica:

j J £(x,)dxdy = ” Fx(r-8), )(-0) v

11. INTEGRAIS TRIPLAS:

As funcdes integrando, nesse caso, € uma funcao de trés variaveis w=f(x,y,z)

definida sobre uma regido T do espaco tridimensional. A ideia € a mesma da Integral

Dupla.

11.1. Regiao Solida Tipo I:

f(x,y,z)dxdydz = h({?’y) f(x,y,z)dz dA
. 5 g(x.y)

11.2. Regiao Solida Tipo Il
(] tsiutts = [ [0 o

11.3. Regido Solida Tipo I

(] ..ot~ ﬂ[ [ fesam
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11.4. Mudanca de Variaveis em Integrais Triplas:

11.4.1. Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas:

A Z

\\? -

<v

X "

x=rcos6, y=rsend, z=z

X

O jacobiano € dado por:

ox ﬁ Ox

ar 00 oz cos@ —rsen 0
o(x,y,z) |0y Oy Oyl _
—_— == = —{=|senf@ rcos@ O0O|=r
o(r,0,z) |or 00 Oz

oz o oz| D a1

or 00 0z

A Integral Tripla fica:

I = J‘J‘J f(x,y,z)dV = ﬂj f(rcos@rsenl, z)rdrdbBdz
E E'

11.4.2. Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas:
AZ
Z N
N
N
Ny
*P
|
o /P
! y
0 | y
' 7
b £ A .

X = psengosd, y=psendsend, 2= peosg
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O jacobiano € dado por:

sengcos@ — pseng sent P cosg cost
o(x.y.z)

2
————— =|sengsenl)  psengpcost pcosgsent | = pTseng
o(p.0.9)

cos ¢ 0 — pseng

A Integral Tripla fica:

mf(psenqﬁcos9,psen¢sen9,pcos¢)plsen¢dpd¢d9

T |
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